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1 )*+,-*.+/0*.1 2 34 001 5 0- 678.*3,7 2+97/,: ;2)226< =
8/. > ,/-9+ ?= @A BCC D-/,:+,= )+.1E

2F.G0-.+0/-, 7, H4E:/I9 , D4 J0-/I9 , ,+ K 07L1,: 2+.+/:+/I9 ,:=MNO 2 .*7 P*/8,-:/+J H .-/: 297=
> Q+R BCC= ?BA CS T-:.E UVWVX = Y-.*3,

1 D4 , 6 G79: 2.1.Z )*+,-*.+/0*.1 M,*+-, 5 0- D4 ,0-,+/3.1 H4E:/3: ;) M DH< =
2+- R M0:+/,-. BB= @A BCC D-/,:+,= )+.1E
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Á� ������� ¡�� ��� ��� �¡ '� ��� � �����  ���
u, v, w, ..

�� '�� $���� ��� ������ �(� ��� ��
Q(u, v, w, ..)

�� �(� À ����
����������� �(��  �� � ���$�� �� '(���� '������  �(��� '� ��� ������ ����  ����

u, v, w, ..
�


 � ����� ������� 
 ��� 	����� � ����

¢� ���� �� � ���� �� ������� � ¡��'������ �²������ ¡�� �(� ��� ��� � �����$�� �� �$��
a − i

�¡ �(� ����( ³��� �� �«µ �
¨(� '��$����� ¡�� �(� '� ��� � ���

u`
a→i

�� � �
1

(�� � ��� � ������ �� ³«µ � Á� $�� ��$� �� ��� �(� '� ��� ������
u`

b→j
 � ��(

j ∈ V (a) \ i
��$  ¡�� ��'( ��'(

j  b ∈ V (j) \ a
³��� �� �«µ � ¢� �(��� $����� '����'�� ��� ��

U = {u`
b→j}

�(� ��� �¡ ���
�(���  ��������  ��$ ��

Q(U)
�(��� ��� ��� ¹��� ³«µ  �(� �����������

ηa→i

�(��
ua→i = 1

�� �²��� �� �(� �����������
�(�� �

∀j ∈ V (a) \ i : hj→aJa
j > 0

�
7�� �� ��� ���$� �(� �����������

ρj→a

�(�� �(�  �������
Ja

j hj→a

�� ����'��� � ����� � � ¹�� ��� ���'��� �� ���� ���� ���
�(��

Ja
j = 1

� ¨(��
ρj→a

�� �(� ����������� �(��  �� ��� ��� '� ��� ������
ub→j , b ∈ V+(j)  �� ����� ��� �¡ �(�� �� �

������� ³� ��(
u = 1

µ � ����'� �(��  ��'����
Q (U)

�� � ��� �� � �� §�¨ ������� ����  �(� '�����$�'���� ���� �� �¡
 �������

j
���� � � #��� ��$ �(���¡��� �(� '� ��� ������

ub→j

� ��(
b ∈ V−(j) \ a  � ��� � � ����� ���'���� �²��� �� #��� �

¨(� ������ '�� �� � ������ �� �

ρj→a =
∑

U

Q (U) θ





∑

b∈V+(j)\a

ub→j



 .
³¿µ

Á¡
Ja

j = −1  �(� ����� �¡
V+

��$
V−

�� �(� ��� � �²������ ��� �·'(����$ � Á� �� '�� �� ���� �� $���� �(� ��� ���� �
V u

a (j)
��$

V s
a (j)  � (��� �(� ��$�'��

s
��$

u
���� �'�� ��� ��¡�� �� �(� ����(���� � (�'( ���$ �� � ���  �������

j
�����¡�

�� �������¡� �(� '�����
a  $����$ �� ³��� �� �«µ �

�¡
Ja

j = 1 : V u
a (j) = V+(j) ; V s

a (j) = V−(j) \ a
³£¤µ

�¡
Ja

j = −1 : V u
a (j) = V−(j) ; V s

a (j) = V+(j) \ a
³££µ



¿

¨(� ���� ������ ¡��
ηa→i

'�� �(�� �� � ������ �� �

ηa→i =
∑

U

Q (U)
∏

j∈V (a)\i

θ





∑

b∈V u
a (j)

ub→j



 .
³£ªµ

� � �������� ���� 
 �����	���� � � ����������������

¢ (��� �(� ��� ���� ��������� �²������ ³£ªµ �� �·�'�  �� �� �������  � �'���� �� ������� �(� ��� ��
Qa→i(u)

�� �(� À ����
��� ��

Q (U)
�¡ ��� '� ��� ������ ����  ��� ���� �(�  ������� �� $�� ����(� ��� �¡

a
�� �(� ����(

Ta−i

� ¨(�� � ��� �����¡
$����$ �� �(� À ���� ����������� �¡ � ������ ���� �� �¡ '� ��� ������ ��$ �� ¡���( �

Á� ��$�� �� (� � � '����$ ��� �¡ �²������� ¡�� �(�
3M

'� ���¦����¦��� ���  �� �(��� � ��� �(� ����� ����� �(�� �(�
� ������� �(�� ��� ��À �'��$ ���� �(� ¡��'���� �� $� ��� ��'��������$  �(�� �� �(�� �(��� À � ��� ����������� $����������� ��
¡�'����#�$ � ¨(�� �� �·�'� �� � ����  ��� '�� (��� �(�� �� � ��� � � � ��� $ �����· �� ����� ¡�� ¡�'��� ����(� � ��( � �� '����
����¦���� ����'����  ��� �� ������� �� �� �� �����· �� ����� �(�� �� '����� '������ ������ ���(���( �� �(��� '�� � ��'�
�� �(�� ����� ����� �� �

¢ ��(�� �(� ¡�'����#�$ �����· �� ����� �� � ���� �(� ����������� ���� ¡�� �(� '� ��� ���� ��� ��� �� �

ηa→i =
∏

j∈V (a)\i

ρj→a ,
³£«µ

� ��(

ρj→a = Cj→a

∑

{ub→j}





∏

b∈V (j)\a

Qb→j(ub→j)



 θ





∑

b∈V u
a (j)

ub→j





∏

b∈V s
a (j)

δ (ub→j , 0) .
³£¬ µ

� (��� ∑
{ub→j}

�� � �������� ¡�� �(� ��� � �� ��� �(� '� ��� ������ ���� ��� ���� ��� �(�  ����� ���
j ∈ V (a) \ i

¡���
¡��'���� �� $��

b
$�»����� ¡���

a
³��� '���$ � ���� � ��� �·���'�� �� ∑

{ub→j}
=
(

∏

b∈V (j)\a

[

∑

ub→j∈{0,1}

])µ � ¢ ��(
�����'� �� �(� ������� ��������� ���� ³£ªµ  �� (� � ���$ � ¡�'����#�$ ¡��� ¡�� �(�

Q(U)
����������� ��$ �� �$$ ���

� � $�� '������ �
�� ¢� (� � �·���'�� �� � ������ �(� '��������� �(�� ��� �(� '� ��� � �����

ub→j , b ∈ V s
a (j)

��� �²��� �� #��� � ¨(�� '���������
��� ����� ���' � (�� �(� ¡��� $�����������

Q(U)
��� ���$ � Á� �(� ¡�'����#�$ �����·�� �����  �(� '��������� (�� �� ��

�� ���� ����$ �·���'���� �� ��$�� �� '�� ��� �(� '�����$�'���� � ������� � �� �� � ��'������ '��$����� ¡�� �(� '�����$�'����
���� �� ��  ����� ��

j
��  ����( �

��� ��'���� �¡ �(�� �·��� '���������  � ���� ���#����� '�������
Cj→a

���� �� '�� ����$  �� ¡� ���� � � ¨(� ��� '�����¦
$�'���� � ������� '�� �� $� �$�$ ���� �(��� '������ � * ���� . � �(��� � ��( �� ����� ���

ub→j , b ∈ V u
a (j)

�²��� ��
1

³�(���
� ������� ��� �(� ���� � (�'( '��������� ��

ρ
µ � * ���� � � �(��� � ��( �� ����� ���

ub→j, b ∈ V s
a (j)

�²��� ��
1

� * ���� � �
�(��� � ��( ���

ub→j, b ∈ V u
a (j)

�²��� ��
0

� 7�� �� '�� ���� �(� ����(� �¡ ��'( '����  Πu,s,0
j→a

�

Πu
j→a =

∑

{ub→j}





∏

b∈V (j)\a

Qb→j(ub→j)



 θ





∑

b∈V u
a (j)

ub→j





∏

b∈V s
a (j)

δ (ub→j , 0)

Πs
j→a =

∑

{ub→j}





∏

b∈V (j)\a

Qb→j(ub→j)



 θ





∑

b∈V s
a (j)

ub→j





∏

b∈V u
a (j)

δ (ub→j , 0)

Π0
j→a =

∑

{ub→j}





∏

b∈V (j)\a

Qb→j(ub→j)









∏

b∈V (j)\a

δ (ub→j , 0)



 .
³£µ

¨(�� �(� ���� ���#����� '������� �� ³£¬µ �� �

Cj→a = 1/(Πu
j→a + Πs

j→a + Π0
j→a) .

³£¯µ
¨(� �²������ ³£¬µ �����(�� � ��( �(� ���� ���#����� ³£¯µ ��� �$� � '����$ ��� �¡ �²������� ¡�� �(� ���� ���

ηa→i

� (�'(
'(���'����#� �(� '� ���¦����¦��� ��� ³�� ��� ��$ �(��

ηa→i

�� �(� ����������� �(�� �(� '� ���¦����
ua→i = 1

µ �



£¤

� � ��� ����� �����	���� ��	�����

¹�� '������ ��$ ¡�� �������(� �' ��� �� ��� � ���� �(� ��� �� ����������� ³§� µ ��������� �²������� �·� ��'���� �� ���� �
�¡ �(�

η
 �������� $����$ �� ³ºµ �

ηa→i =
∏

j∈V (a)\i

[

Πu
j→a

Πu
j→a + Πs

j→a + Π0
j→a

]

,
³£°µ

� (��� �

Πu
j→a =



1 −
∏

b∈V u
a (j)

(1 − ηb→j)





∏

b∈V s
a (j)

(1 − ηb→j)

Πs
j→a =



1 −
∏

b∈V s
a (j)

(1 − ηb→j)





∏

b∈V u
a (j)

(1 − ηb→j)

Π0
j→a =

∏

b∈V (j)\a

(1 − ηb→j)
³£ºµ

���� �(�� � ��� $�'� ���� ∏
b∈V s

a (j) (1 − ηb→j)
�� �� �(� ����������� �(�� �� ���� ��� ���� �� ��

j
¡��� �(� ¡��'����

�� $��
b ∈ V s

a (j)
± �¡ �(� ���

V s
a (j)

�� �� ��� �(� ���$�'� �����  ����
1

�� $�������� � � ���  �¡
V (a) \ i

�� �� ��� �(��
ηa→i = 1

� ¹������ �(� §� �������(� '�� � � ��� � ���#�$ �� ¡� ���� � �
�� ���	
 ��� �

����� � �� ����	
 �
�� 	� � �		���� �	
���� �� �	���� �� ��� �	
� �� �	
� � � � �� �� �� ��� �
 	�
���
�� �	� !

tmax

2 � 
�5��!��+ �
���!�	�
ε
-

"����� � �� #$"�%&'(&) �� 7� �! �	� �	���
��+ ����

tmax

!,��� ! - �� �� �! �	���
��+ � �� !�� 	�
��� ��� ��. # ��!#!�
��. !

η∗
a→i

-

/ - 0� � �� �
t = 0

� 1	
 ���
. �+��
a → i

	� �� ����	
 �
�� 2 
��+	� �. �� �� ����3� �� ��� ��.  ��!

ηa→i(t = 0) ∈ [0, 1]
4 - 1	


t = 1
�	

t = tmax

�

4 -4 !,��� �� !�� 	� �+��! �� � 
��+	� 	
+�
 2 ��+ ��+��� !�5���� ����. �� ��� ��.  ��!
!�
��. ! 	� ��� �� �+��! 	� �� �
�� 2 ����
�� ��� �� �����!

ηa→i(t)
2 � !��� !� 
	�� ���

$�7#��)0�& -
4 -6 ��

|ηa→i(t) − ηa→i(t − 1)| < ε
	� ��� �� �+��! 2 �� ���
�� �	� �! �	���
��+ ��+ ����
���+

η∗
a→i = ηa→i(t)

� ("�" �� �� 6 -

6 - ��
t = tmax


���
� �� #$"�%&'(&) - ��
t < tmax


���
� �� !�� 	� ����+ �	��� ��� ��.  ��! !�
��. !

η∗
a→i = ηa→i(t)

7� 
	�� ��� $�7#��)0�&
(ηa→i)

-
����� � 7�� 	� ��� ��� ��.  ��! !�
��. ! �

 �� ��� 	��	 ��� ��
 �� �� �	+�

j ∈ V (a) \ i"����� � ��, ����� �	
 �� ��� ��.  ��! !�
��.
ηa→i

-

4 - 1	
 ���
.
j ∈ V (a) \ i

2 �	����� �� �����! 	�
Πu

j→a, Πs
j→a, Π0

j→a

� !��� �5 - 24�3 -

6 - $	�����
ηa→i

� !��� �5 - 24�3 -

� � ����� � �� ��� ���� ��� ��

§��� ��� �(�� §� (�� '�� ����$ ��$ �� �� � ��� �¡ '� ��� ���� ��� ���
η∗

a→i

� ¨(�� '�� �� ���$ �� ����� ��� �(�
���� ������ ³�(� ����� ����µ �¡ ��'(  ������� � ¨(� ����������� � (�� ��� ��'�� �� � '������ �� ���$��  �(�� �(�  �������
i

�� '���������$ ³� ¡��#���µ ��
xi = 1

�� �� �� �� ��� � �
���  ���


W
(+)
i =

� ���




∑

a∈V (i)

ua→i > 0



 .
³£¿µ



££

¢ ��(�� �(� ¡�'����#�$ �����· �� �����  �(�� ���$� �

W
(+)
i = Ci

∑

{ua→i},a∈V (i)





∏

a∈V (i)

Qa→i(ua→i)



 θ





∑

a∈V+(i)

ua→i





∏

a∈V−(i)

δ (ua→i, 0) .
³ª¤µ

Á� ��$�� �� � ���� �(� ���� �� ���� � �¡ �(� '�� ����$ ����(��
{η∗

a→i}
�� �� �� §� �� �� '�� ������ �� ����� $�'� �(�

¡����� ��� ²��������� �

Π̂+
i =



1 −
∏

a∈V+(i)

(1 − η∗
a→i)





∏

a∈V−(i)

(1 − η∗
a→i)

Π̂−
i =



1 −
∏

a∈V−(i)

(1 − η∗
a→i)





∏

a∈V+(i)

(1 − η∗
a→i)

Π̂0
i =

∏

a∈V (i)

(1 − η∗
a→i)

³ª £µ

¨(� � ����� � ���� �(�� ���$� �

W
(+)
i =

Π̂+
i

Π̂+
i + Π̂−

i + Π̂0
i

.
³ªªµ

§�� ������ �(� ����������� � (�� ��� ��'�� �� � '�� ���� �� ���$��  �(�� �(�  ����� ��
i

�� ¡��#�� ��
xi = 0

�� �� �� ��
�(� ������ � ����

W
(−)
i =

Π̂−
i

Π̂+
i + Π̂−

i + Π̂0
i

.
³ª«µ

¨(� ����������� �� � �'� �� � '������ �� � (�'( �  ������� �� ��$��¦'���������$ �� ��¡��#�� ���$�

W
(0)
i = 1 − W

(+)
i − W

(−)
i .

³ª¬ µ
¢� � �� ���� ����� ��� �(� '�� ���· ��� �(�� �� �(� ���� ���#�$ �������(� �¡ �(� ���� �� �¡ �����¡� ��� '������� � Á�

�( �� ��'���� �� �� � �(� ������� ������ ¡�� �(� '�� ���· ��� �������$ ¡��� �(� ��������'�� �(���'� �������� �¡ ��¡ � ©°® ± �
� ��� $���'� À �����'����� ¡�� �(�� �·�������� �� �� �� �� ��'� � � ÁÁ � ¨(� ����� '�� ���· ���

Σ
'�� � � $�'�� � ���$ ����

'����������� ���� '����$ � ��( � ��� ¡��'���� �� $� ��$ � ��( � ���  �������  ��$ ���$� �

Σ =

(

M
∑

a=1

Σa −
N
∑

i=1

(ni − 1)Σi

) ³ªµ

� (���

Σa = + log





∏

j∈V (a)

(

Πu
j→a + Πs

j→a + Π0
j→a

)

−
∏

j∈V (a)

Πu
j→a





³ª¯µ

Σi = + log
[

Π̂+
i + Π̂−

i + Π̂0
i

] ³ª°µ

Á� ¹�� � ¬ �� ��� ��� �(� $��� ¡�� �(� '�� ���· ��� �¡ � �� �� ���$�� «¦§�¨ ¡��� ��� �¡ ��#�
N = 106

��$
α

�� �(�
'��������� ����� � ���� �(�� �� �$$ '������ �� �(� ���¦�· ������ ¡������ ��$ �(���¡��� �(� $��� ¡�� �(� '�� ���· ��� ���
'��������� �



£ª

-0.005

0
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0.025
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Σ

γ

|owmf_ � a �sv }r_x o^n } _f y]fo]q r_ [
Σ/N

j st ^d_ l]^oltn ouw grml^_fl tsf ] woy_u l]v }r_ st lo�_
N = 106

{ �d_ gsv }r_x o^n y]uold_l
]^

αc

� dogd ol _x}_g^_` ^s q_ ^d_ gfo^og]r ^df_ldsr` tsf ^d_ l} _gopg tsfvmr] mu`_f l^m`n{

 � � ������ � � ����� �����	����

¢ (�� ��� ���� �(� §� �������(� �� � ������ ������� ���� ��� � ��( � ���� ¡�'���¦����(  ��� � �� ��'������ ���
���������� � £µ �¡ �(� ���� ��� �� §�¨  ��$ �(� §� '�� ����� ��  ����� �¡

ηa→i ∈ {0, 1}
� ¨(���  ����� ��� �·�'��� �²���

�� �(� �������� ¡���$ �� �(� ¢ � �������(� �¡ ��'���� ÁÁÁ �
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αc < α < α∗ ∼ 4.36
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�� �(� ��� �¡ �(� Â Â � ��'���  �������� � ��( �(� ������� ���� ³����'���� Â Â� ����� ����µ � ¨(�� �������� ����� � �� ���
��� � ������� �� �(� '��� � (��� �(� �������(� (�� ��� ¡���$ � �������� �

¨(� � ����� �$�� ��$������� �(� ����'( ��� '��� �� ��� ��� � �� ��'( ��� � ���� � ������  ������� �� �·�$ �''��$��� ��
�(� ���'�� � �¡ §� ��$ �(� �»�'� �¡ ��'( �·��� �� ���$ �� ��� ���¡� �(� ������� � ¨(� ��� ��� �¡  �������� ��$�'�� ¡���
Nt

��
Nt − 1 − St

 � (���
St

�� �(� �$$������� ���� �� �¡  �������� � (�'( � �'�� � �·�$ $�� �� ��� ����'����� � �������$
'������ ��� ���� �����$  ���������$ ¥ '������ ��� �����¡��� �$ ���� ³¥¦ £µ '������ �

K = 1
'������ ���$ �� � � �������$

��$ �(���¡��� �(���  �������� ��� �������� �·�$ ³���� '����� ����������� µ ���$��� �� ¡���(��  ������� ���� ������� � ¨(�
��� '��� �� �(�� ��� ����$ �� �(� �� ����� ���¦������� �

§������� ¡��� � «¦§�¨ ������'�  �(� �������(� � ��� ��� $�'� � ��²���'� �¡ � �·�$ ª�«¦§�¨ �� ����� ��$ �� ����� ���
������� � � � ¡��� �· ��� � '������ ¡��'���� �¡ �(�  ��������  �(� ���¦¡��� ��� ����� ��� �� � � ��$��¦'���������$ ³��� �(�
��� ��� ��� '��'�������$ ��

ua→i = 0  � �� �
{ηa→i = 0}

µ ��$ ²��'��� ��� �$ �� � �� '�� ����'( � ��(�$ � ¨(� ������ �¡
�(� �� '�� ����'( À ����$ � ��( �(� ��� �¡ �·�$  �������� ��� �$�� �(� � ����� �����¡���� ������� ��� �

¾� ��� �¡ �������  ��(�� '����'���� ���������� '���$ ���� �� �� ���� ����$  � �� � ��'����'� � ´��� ��  ¡�� ����� ���$��
«¦§�¨ ������'�� �(� ���� ��� ����� ��� �� �� ��� ��� ������ ��''���¡�� ��$ �� ¡���(�� ����� '����'���� �������� ��
���$�$ � ¾� � ��� ��������' ������'��  � (��� �(� ��� ����� �¡ �(� ¡�'��� ����(� �������� ��� � ��� ���  ��� ����'����  ��
�·� �'� '����������� �� �(� ��� ��� ��$ � ������� ������ � (�'( ���$ �� �� '���$ � ¨(� §� �²������ '�� � � ��������#�$
�� $��� � ��( � ��� '�� ���· ����(� ©°  ªª® ��$ ��� �� �(� ���'��'�� ��$� ��� � ������� ����� '����'���� �������� '���$
� �'�� � ���¡�� �
�·����� � ��� ���'�� �·����� ���� �� ���$�� «¦§�¨ ������'�� ��

α = 4.2 − 4.25
� ��( ��#� �� ��

N = 107
(� �

�(�� � � ��� ������� �¸ '���'� �¡ �(� $�'�� ����� �������(� � ¢ (��� �(� ��� '��� �¡ �·��� � ������  ������� ����� ��� �
��� � ³

O(N)
�� ��������µ  ����'���� �(� ���� $�'�� ����� ��� ���$� �� �(� �������� � ¨(� ��$��¦'���������$ ��������� �

��� $�'�$ �� �(� $�'�� ����� ��� '��� ���� ��� �� � � ��$��$  ��� ���� �� ��� � � � �� ¡�� �(� ������� ��� ����
N = O(107)  �(� ��������� � ��������$ �� §Á/ ³� (�'( ����'���� �� �� �������� � �( ��$ ��$ (��¡ �¡ �(� ���� ����  ��������µ ��� ��� �$

�� ¡�� ��'��$� �� ������� �
Á¡ �� �· ���  ����� �� �� � ��� �  �(� � ����� '�� ���������� '��� �� (��$ ���$�� «¦§�¨ ������'�� �'���� ��

O(N2)
�

Á¡ �� ��� ��� ��� '���� �� �(� �(���(��$  � �� � ��
α = 4.2  �� � �� � �� �· � ¡��'���� �¡  �������� �� � ��� �  ���$��� ��

� ¡���(�� ��$�'���� �¡ �(� '��� ��
O(N lnN)

³�(�
ln

'�� �� ¡��� ������� �(� � �����µ �



£
�  ��� ����' ��� '�� �����  ������ �¡ �(� '� $� � (�'( �� �����$�$ �� ��� � ���� ¡�� �(� ���$� �� ���$�� «¦§�¨

������'�� �� � ������� �� �(� ��� ���� ©ª £® � ��������#����� �¡ �(� �������(� �� ��(�� ������� � ��²� ��� ��� � '(�����
� (�'( ��� ��� ��� �� ���� ����$ �

� �� � ��� � ����� �� 
��
 ��� 
�� �� 	� �	���� ��� �� � �� ���� 	� �	���� ���
¨(� ��� �� ����������� �²������� $��'����$ �� � � $������ ��� � ��� ��������� � ��( �(� ��� ¡���$ �� �(� §�� ¦� �� $�'�

�������(� ©£® � ¨(�� �� � ������' �������(� ¡�� '�� ������ � ������� ����������� $������������ �� ���� ��� � $����$ ��
¡�'��� ����(�  � (�'( (�� � ���  ��� ���¡�� �� �(� '����·� �¡ ����� '����'���� '� $�� ©£°® ��$ �������� �������� ©º®  ¡��� � (�'( �� ������ �(� ��� � �����¡ ����������� ³�� µ � ¨(�� ��'���� �·������ �(� � ��� $�»����'� � ������ �(� ���
������'(�� �

� � 
��� � �����	���� � ��� ��� �������

¨(� � ����¡ ����������� ³�� µ �������(� �� � � ������ ������� ��� '�$��� �(�� ����������� �(� ������� ������� ��� '�$���
³¢ � µ �¡ ��'� �Á ÁÁ � � Á� ��� � �� '�� ������ �(� ¡��'���� �¡ §�¨ ������� ���� � (��� � �� ��  �������

xi

�� ���� � 7�� ��
'����$�� �(� ����������� ���'� ����� �� ��� §�¨ ������� ���� � ��( �²��� ������������ �������

a
��� �¡ �(� '������ ��

� (�'(
xi

�������  �(� ����' �����$����� �¡ �� ��� �(� � ������� �

• µa→i(xi)
 �(� ����������� �(�� '�����

a
�� �������$  �� �� �(�  ���� �¡ �(�  �������

xi ∈ {0, 1}
�

• µi→a(xi)
 �(� ����������� �(�� �(�  ����� �� �����  ����

xi
 � (�� '�����

a
�� ������ ³�(�� �� ����� � ��� �'�� ¶'� ��� ¶

$�������� µ � ����'� �(�� ∑
xi∈{0,1} µi→a(xi) = 1  � (��� �(��� �� �� ��'( ���� ��������� ¡��

µa→i(xi)
�

¨(��� � ������� �����¡� �(� ¡����� ��� �²������� �

µi→a(xi) = Ci→a

∏

b∈V (i)\a

µb→i(xi) ,
³ªºµ

µa→i(xi) =
∑

{xj(j 6=i)}

fa(X)
∏

j∈V (a)\i

µj→a(xj) ,
³ª¿µ

� (���
Ci→a

�� � ���� ��������� '������� �������� �(��
µi→a

�� � ����������� �(� ��� � ��
{xj(j 6= i)}

� ���� � ���
� �� ���  ����� �¡ �(�  ����� ���

xj ∈ {0, 1}  ¡�� ���
j

$�»����� ¡���
i  ��$

fa(X)
�� � '(���'�������' ¡��'���� ������  ����

1
�¡ �(� '�����������

X = {xi}
�������� '�����

a  ������  ����
0

��(��� ��� �
Á� �� '�� ������ �� ����� ����#�

µi→a(xi)
�� ����� $�'��� �(� ��� ���

γi→a ∈ [0, 1]
� (�'( �� �(� ����������� �(�� �(�

 �������
xi

�� �� �(� ����� � (�'(  ������� '�����
a  �� � ������� � (��� '�����

a
����$ � � ������ ³� ������ ¡�� �� ����'�

µi→a(xi) = γi→aδ(xi, 0) + (1 − γi→a)δ(xi, 1)
�� �(� '��� � (���

Ja
i = −1

µ �
7�� � � $����� ��

δa→i ≡
∏

j∈V (a)\i

γj→a

³«¤µ

�(� ����������� �(�� ���  �������� �� '�����
a  �·'���  �������

i  ��� �� �(� ����� � (�'(  ������� �(� '����� � Á� �� ���� ��
��� �(�� �(� �� �²������� ³ªº  ª¿µ '�� � � � ������ �� �

γj→a =
Pu

j→a

Pu
j→a + P s

j→a ,

³« £µ

� (���

Pu
j→a =

∏

b∈V s
a (j)

(1 − δb→j) ,

P s
j→a =

∏

b∈V u
a (j)

(1 − δb→j) .
³«ªµ
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Á¡ �� ����� ��� �� �� ��� ¡�� ������'�
V s

a (j) = ∅  �(� '������ ��$���
Pu

j→a

�����  ����
1

�� $�������� � Á¡ � ¡�'��� �� $�
a

�� � ���¡ ³�� �� '�����µ � ��( � ������ ����(� ���
i  �(� '������ ��$���

δa→i

�����  ����
1

�� $�������� �
� � ¢ �  �(� �� �������(� �� �·�'� �� � ���� ³��� ¡�� �� ����'� ©£®µ � Á� ¡�'� �� �� �� � � ��� �''����� ������ ���'� ��

����� � �� '�� ���� �(� �·�'� �����������
µi

³� (��� ¢ � �$������� �(�  �������� � (�'( ��� ¡���� '���������$  ��$ �� �� �
#��� �� '�� ���$ �� �(� ��(��  ��������µ � � � �·�� ��� �¡ �����'����� �� �(�� � �� �� �¯ � Á� �(�� ���� '��� �¡ �(� ����  ��
���� ��� �$�� �(� �·�'� ��� ��� � �¡ §�¨ ������� ����  �� �� �� �� �(� ¡����� ��� �(����� �

������� � ��	
��� �	 �	
��	� �� ��  �� � � ����� � �� �� ��� ��  � ����� � ��� � �
 � ��
&
�	� �� � $ �
� 
�� 

�� � �

��	� 	�
 � �� 	 ��  �� ��� ������ ��	 �� 
 �� � !	�"! 
� �� # $ � � ��	� � 

�� 

δ∗a→i

� ��  � ���������%
µi�� �� ��   ������

xi = 1
�
 � � 	 �% �

µi =

∏

a∈V−(i)(1 − δ∗a→i)
∏

a∈V−(i)(1 − δ∗a→i) +
∏

a∈V+(i)(1 − δ∗a→i)
.

³««µ

�� 	!� �� �� �� � �

��	� 	�
 ��	 � �����	 �	 ��� 
 �� ��  	���� %
S = lnN &

�� ��� �
 � � 	 �% �

S =
∑

a∈A

ln





∏

i∈V (a)





∏

b∈V s
a (i)

(1 − δ∗b→i) +
∏

b∈V u
a (i)

(1 − δ∗b→i)







+
∑

i∈X

(1 − ni) ln





∏

b∈V+(i)

(1 − δ∗b→i) +
∏

b∈V−(i)

(1 − δ∗b→i)





³«¬ µ
����6 �
¨(� ����¡ �¡ '�� �����'� �� ��� ���  � ���� �(� ��� � �������� �� �(� ����¡ �� ��'� �Á ÁÁ � � ������� �� �� �� ¤ ��$ £ ���

�·�$ ����� ���'���� ��$ � � ������ �� �� ��
r

�� �·�$ �� �(�  ����� �¡ � ������� �� ����� �� ��� �
¨(� �����������

µi

�� '�� ����$ ¡��� �(� ��� � ���'�$��� �� �(� ��� �� ��� �(� �� �²������� ³ªº  ª¿µ  � ��( �(�
$�»����'� �(�� ��� ����� ���� �''���� ��� ����(����� �¡ �(� ����

i
�

¨(� ����(��� � ��� �� �� �$ ������ �� �(� ��� '��'������ �(� �������� ¢� ��� �(� ����������� � ������
P (X)

��
�(� ���'� �¡ ��� ������� ���� � (�'( (�� ���¡��� ����������� ¡�� ��� §�¨ ������� ���� ��$ #��� ����������� ¡�� ��� �(�
������� ���� � (�'(  ������ �� ����� ��� '����� �

P (X) =
1

N

∏

a∈A

fa(X) .
³«µ

¹���
P

��� '�� $���� �(� ¡����� ��� � �������� �



£°

•
�(� ¶���� � ������� ¶

pi(xi)
�� �(� ����������� �(��  ����� ��

i
�����  ����

xi ∈ {0, 1}

•
�(� ¶'����� � ������� ¶

pa(Xa)
�� �(� ����������� �(�� �(� ��� �¡  ����� ���

xi, i ∈ V (a)  ����� � �� ��  ����  $�����$
��

Xa

³�� ��� �(�
2n(a)

��������  �����µ �
¹�� � ���� ¡�'��� ����( �(� ¡��� ����������� '�� � � �·������$ �� ���� � �¡ �(� ���� ��$ '����� � �������� �� �

P (X) =
∏

a∈A

pa(Xa)
∏

i∈X

pi(xi)
1−ni .

³«¯µ

¨(� �������
S = ln(N )

�� �(�� �������$ ��

S = −
∑

X

P (X) lnP (X) = −
∑

a

∑

Xa

pa(Xa) ln[pa(Xa)] −
∑

i

(1 − ni)
∑

xi

pi(xi) ln[pi(xi)]
³«°µ

7�� �� ��� $��� � �(� �·�������� �¡ �( �� ²������� �� ���� � �¡ �(� � ������� ���$ �� �� � ¾�� (�� �

pi(xi) = ci

∏

b∈V (i)

µb→i(xi)
³«ºµ

��$

pa(Xa) = cafa(Xa)
∏

i∈V (a)

µi→a(xi) ,
³«¿µ

� (���
ci

��$
ca

��� ��� ���� ���#����� '�������� � ¹��� ³«ºµ ��� ���� �¡��� ��� � ���(�� ��� �

∑

i

(ni − 1)
∑

xi

pi(xi) ln pi(xi) =
∑

i

(ni − 1) ln ci +
∑

a

∑

i∈V (a)

∑

Xa

pa(Xa) ln





∏

b∈V (i)

µb→i(xi)



 ;
³¬¤µ

� ���� �(� �� �²������ ³ªºµ  �(�� �� �� �

∑

i

(ni − 1)
∑

xi

pi(xi) ln pi(xi) =
∑

i

(ni − 1) ln ci +
∑

a

∑

Xa

pa(Xa) ln





∏

i∈V (a)

µi→a(xi)fa(Xa)



 ,
³¬ £µ

� (��� �(� ����
fa(Xa)

����$� �(� �������(� (�� ���� �$$�$  ������ ���� �''���� �(� ¡�'� �(��  ��
fa(Xa) ∈ {0, 1}  ��� ������ (��

pa(Xa) ln fa(Xa) = 0
� ¨(���¡��� �

S = −
∑

a

ln ca +
∑

i

(ni − 1) ln ci +
∑

a

∑

i∈V (a)

lnCi→a

³¬ªµ

Á� �(� ��������� �¡ ³« £ «ªµ  ��� (��

ca =
1

1 −
∏

i∈V (a) γi→a

=
1

1 −
∏

i∈V (a) Pu
i→a/(Pu

i→a + P s
i→a)

,
³¬«µ

Ci→a =
1

Pu
i→a + P s

i→a

,
³¬¬ µ

��$

ci =
1

∏

b∈V+(i)(1 − δb→i) +
∏

b∈V−(i)(1 − δb→i)
.

³¬µ

§����������� ���� ³¬ªµ �� �� �(� �·�������� ³«¬µ ¡�� �(� ��������
�



£º


 � ��� � �� �����	� ��� ��� � ���� �����

Á� ��  ��� �� ����'�� � �� '�� ���� �(� ��� �¡ �²������� ³ªº  ª¿µ �¡ �(� �� �������(� �� �(��� �¡ §� � ������ �� ³£°  £ºµ �
¨(� $�»����'� �� �(��� ��� ����� ���� �''���� ���������� �� §�  �(� '��� �� � (�'( �(��� �� � ���� � ������ ���� �
 �������  � ������ �(�� �� ��'�� �� �� ������� �� ��� � Á� �(�� '��� �(�  ����� �� �� ��'���������$  � (�� '����$�����
��� �� ����� ��� � ¨(� ����������� �(��  �������

j
�� ��'���������$  �� �(� �����'� �¡ '�����

a  �� ���(��� ��� �(�
�����������

Π0
j→a =

∏

b ∈ V (j) \ a(1 − ηb→j)
$����$ �� ³£ºµ � Á¡ ��� $��� ��� ���� �(�� ������ ����� ���� �''����  ���

���� ��'� �(� �²������� �¡ �� � ¨(� ����������� �¡ §� '�� �(�� �� ��$������ $ �� �(� ����� $�'���� �¡ � ��� ����� �¡ �(�
 ��������  � ¶À ���� ����� ¶ �� �� (�� � ��� '����$ �� ©ª¬®  � ������ �(�� �(�  ������� �� ��� '���������$ � ¨(�� ��������������
(�� ���� ���� ���$ ��'����� ¡�� �(� '�������� ��$ ������������� ������� � �� ©ª¬  ª® � Á� '�� � � ���$ �� ¶$��� � ¶ �(� §�
�������(� �� � � ����¡ ����������� �������(� ������$ �� �(�� �������$ ���'� �¡  ����� ��� ��$ � ������� � 7�� �� �·�����
�( �� ��� '�$��� �
��'(  ������� '�� ��� � � �� �(��� ������

0, 1, ∗
� ¨(�

∗
����� �� �(� À ���� ����� � ������ �(�� �(�  ������� �� ���

'���������$ � ¢ ��(�� �(�� �������$ ���'� �� ��� �(� ������� �� �²������� ³ªº  ª¿µ � � � � �¡��� �� $����� ��
γi→a ∈ [0, 1]�(� ����������� �(�� �(�  �������

xi

�� �� �(� ����� � (�'(  ������� '�����
a  �� � ������� � (��� '�����

a
����$ � � ������  ��$ ��

δa→i =
∏

j∈V (a)\i

γj→a

³¬¯µ

�(� ����������� �(�� ���  ����� ��� �� '�����
a  �·'���  �������

i  ��� �� �(� ����� � (�'(  ������� �(� '����� �
7�� �� '�� ����

µi→a(xi)
� ¨(�� $�� ��$� �� �(� � ������� ���� ��� ¡��� �(� �� $��

b ∈ V (i) \ a
��

i
� ¨(�  ������

� ������������ ¡�� �(��� � ������� ��� �
•
�� ������� ����  ��� ¡���

b ∈ V s
a (i)  ��$ �� ������� ����  ��� ¡���

b ∈ V u
a (i)

� ¨(�� (������ � ��( � �����������

Π0
i→a =

∏

b∈V (i)\a

(1 − ηb→i)
³¬°µ

•
�� ������� ����  ��� ¡���

b ∈ V s
a (i)  ��$ �� ����� ��� ������� ����  ��� ¡���

b ∈ V u
a (i)

� ¨(�� (������ � ��( �
�����������

Πu
i→a =



1 −
∏

b∈V u
a (i)

(1 − ηb→i)





∏

b∈V s
a (i)

(1 − ηb→i)
³¬ºµ

•
�� ������� ����  ��� ¡���

b ∈ V u
a (i)  ��$ �� ����� ��� ������� ����  ��� ¡���

b ∈ V s
a (i)

� ¨(�� (������ � ��( �
�����������

Πs
i→a =



1 −
∏

b∈V s
a (i)

(1 − ηb→i)





∏

b∈V u
a (i)

(1 − ηb→i)
³¬¿µ

•
�� ����� ��� ������� ����  ��� ¡���

b ∈ V u
a (i)  ��$ �� ����� ��� ������� ����  ��� ¡���

b ∈ V s
a (i)

� ¨(�� (��� ���
� ��( � �����������

Πc
i→a =



1 −
∏

b∈V s
a (i)

(1 − ηb→i)







1 −
∏

b∈V u
a (i)

(1 − ηb→i)





³¤µ

� � �� ���� ���� � ��( §�¨ '������������  �(� '�����$�'���� � ������� ���� � � �·'��$�$ � ¨(���¡���  �(� �����������
γi→a ∈ [0, 1]

�(�� �(�  �������
xi

�� �� �(� ����� � (�'(  ������� '�����
a  � � �� �(�� �(��� �� �� '�����$�'����  �� �

γi→a = Πu
i→a/(Πu

i→a + Πs
i→a + Π0

i→a)
³ £µ

� ¨(� �� �²������� �� �(� �������$ ���'� ��'��$��� �(� ���� � ������  � � �� �� ³¬¯¦ £µ ��� �$����'�� �� �(� §�
�²������� ³£° £ºµ  � ��( �(� �$�����'�����

ηa→i = δa→i

� Á¡ �(��� �²������� '�� ����  ��� '�� ��� �(� ��������� � �������
�� ����� ��� �(� ����������� �(�� �(�  �������

xi

�� �� ������
0, 1, ∗

� ¨(� ������ �� �� ������ �� �� ���� �'�� ��� �� �(�
²���������

W
(−)
i , W

(+)
i , W

(0)
i

$����$ �� ³ªª  ª«  ª¬µ � ¹ ������ �(� ��� ���
N̂

�¡ � ������� ������� ���� �¡ �(�  ����� ���
�� �(� �� �����$ ���'� '�� � � ����� ���$ �� �(� '������ ��$��� �������

Ŝ = ln N̂
� ¨(� ������� �(����� �� �� �¡ �(�

��� ���� �����'���� �� �� ¡��
Ŝ

�·�'��� �(� ��� � �·�������� �� �(� '�� ���· ���
Σ

�¡ ¡��� ��� ³ªµ �
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ηa→1 = ηb→2 = x
�

ηa→2 = ηb→1 = y
�

ηc→1 = ηc→2 = 0
� ]u`

ηc→3 = (1 − x)2y2/(1 − xy)2

� � � ������ ��� ��� � ���� �����

¨(� ����� $�'���� �¡ �(� ���� � ������ ��$ �(� À ���� ����� �(�� �� �� ��� � ���$ �¡ � ��� �������������� �� �(� � (���
§� �������(� � �(�� �������(� ����� � �� ��$ �(� ��������'� �¡ ���¦'�����$�'���� � �������  ��� �$��� ������� ���� �¡ �(�
 �������� �� �(� �� �����$ ����� ���'� ��'��$��� �(� À ���� ����� � ¢ (�� �� �(� � ������ �¡ �(��� ��������#�$ ������� �����
¨(�� ���� � � ��$������ $ �� ���¦'�����$�'���� ��������� �¡ �(� ¢ � �������(� � ¾� � ����  �(� ¢ � �������(� �� ��
��� ������ ��� �¡ ���� ����  ��$ �(���¡��� �(��� �� � ������ ��������#�$ ������� ��� ³¡�� �� ����'�  ¡�� �(� ���� �������
�¡ �� � ª  �(�  ��������

x1
��

x8
��� �� �(� ������

1, 0, 1, 1, ∗, ∗, ∗, ∗
µ � ¨(� �� ��������#����� ��'�� �� ���¡�� ���� � (��

�(��� �· ��� �� ���� � ������� ��������#�$ ������� ����  � (�'( �� ������ �� �� �� �� �(� ������'� �¡ ����� � Á� � ����� ¡�'���
����(  �� �� � ������� �(�� �(��� � ��� �· ��� �� ���� $�»����� ���� �¡ �������� �����¡� ��� �(� ¢ � �²�������  ��$ $�»�����
��������#�$ ������� ����  �� �� �(� �·�� ��� �¡ �� � ° � §� �� �� ����� �� �� ��$��� �(� ��������'� �¡ �(��� ������� ���� �
�·� ���� ������� �� ����(� � ��( �����  �� ����� ��� �(�� §� �� ���� �� '�� ���� � (��� �� $��� ��� ©ª°® � ¨(��� ²��������
����� ��������� �

•
£µ /��� §� '�� ���� �� � ���²�� ��� �¡ �·�$ ����� � ��������

• ªµ /��� �(�� �·�$ � ���� � ������  �� �� ����� ��� �¡ �(��  '������ �(� '����'� ��¡��� ����� �� ��� ��� �(� ����������$
�������� �����

• «µ ¢ (�� �� �(� ���������( �� ������� �(� ��� �¡ ��������#�$ �������� ���� ��$ �(� � ������� '��������� �¡ ���������
$��'����$ �� ��'� � Á� �

¨(� ������ �� ²�������� £µ ��$ ªµ �� �� ������� �� � ¨(� ���  ��� �·�� ��� �¡ �� � ° �� � '�������·�� ��� � ¨(� ������
�� ²������� «µ '�� � � ����� �� � ��������� � ��� '�� ��� �(� ��������#�$ �������� ���� �� $���� �(� '�� �����  ��'(
��������#�$ �������� ��� '������ ��$��� �� ��� ¶'������ ¶� ¹�� ������'� �� �(� �·�� ��� �¡ �� � °  �(��� �·��� ��� ��������#�$
������� ����  (1, 1, ∗)

��$
(0, 0, 1)  '��������$��� �� ��� ¶'������� ¶ �¡ ���� §�¨ ������� ���� �

C1 = {(1, 1, 0), (1, 1, 1)}��$
C2 = {(0, 0, 1)}

� ¹���(��� ���  � �'���� ¢ � '�� ����� �� � ���²�� �������� �� � ����  �� ���� �(�� ��� ���� �¡
�������� ���$��� �� ��� $�����'� ��������#�$ ������� ���� � ��� $�»�� �� � ��� �¡ �$��� � (�'( (�� ��� � ����� � Á� �(�
'��� �¡ ���$�� «¦§�¨ ������� � � (��� �(��� ����� ��� ����  �( �� �� ����� �(�� $�����'� ��������#�$ �������� ���� � ���
����'���� $�»�� �� � ����� ��� �¡ �� $�� ³� ��( � ��#� � (�'( $� ����� � (��

N → ∞
µ  � (�'( À ������� �� �(�� '��� �(�

�$�����'����� �¡
Σ

� ��( �(� '�� ���·��� �¡ �(� ������� �
��'���� � ������ ������� ��� '�$��� ��� ���� '��������$ ���� �� ���� ¡�'���¦����(�  �� �� $�¸ '��� �� � ��� �������

������ ���� �� §�  ��$ �� �� ���� �� ��$ ��� ��� '���� �� � (�'( �� �� ���  ��� ���¡��  �� �(� ��� ���� $��'������ (��
�(�� � � ´ ��� ��  ��� � �� ����'� �(�� �(��� '���� ���  ��� ������ ��� �$ �� ��� ��� ¢ �  ��$ � ��� �¡ ¢ � � ������� ��
� �� �'��� '��� �¡ §� � ¨(� $�¸ '��� '��� ¡�� ¢ � �� � (�� $�»����� ����� �¡ �(� ����( ���$ � ������� '��������$��� ��
$�»����� ��������#�$ �������� ���� � ¨(�� � ��� ����'���� (����� ¡�� � ����( � ��( ��� � '�� � ������ � (�'( ��� ��� ����
'����'��$  ��$ �� �(�� '��� §� �� ���� ���$ �� � ��¡��� � ����� � ! �'( � ��� �� ����'�� ��$ �(������'�� ���� �� ���$�$
�� ��������( �(� '��'�� ����'�� �� � (�'( §� �� ������ � �����  ��$ �� � � $�¡� �� �� ��(�� '���� �



ª¤

� ��� � � ����� �� �� � 	�� �	��� ����

¢ (�� �(� ��������� �¡ � §�¨ ³�� � ��� ��������� �¡ � '���������$ �����¡�'���� ������� µ ���$ �� '������ ���� ����
��������$ ������� �¡ �(� �������� ��� ���'�  �� �¡��� � �'�� �� $�¸ '��� �� ��$ � ������ �������� � �'���� ³�� ����� �� ���
�� '�� � ��(� $�µ  $�»����� ����� �¡ �(� ������� ���$ �� �$��� �� '���� ����� �� '������������ '��������$��� �� $�»�����
'�������  ��$ �(��� '����� � � � ����$ �� ��$ � ������� �������� � Á� §� �� ��� '��$ �� ��� ����� � ¹ ���� �� $����
��� � ���� ������ � ������� � (�'( ��� ��������  '(���'������'� �¡ ��'( '������  �(�� �� ��� �� �(� � ��� � ������ �(�
��� ��� �¡ �(��� �������� � ¨(� ������� �(�� ��� ���$ �� � ���(�� ��� �����$ ��À �'� � �� ������ � (�'(  �������� ���
'���������$ ��$ � (�'( ��� ��� '���������$ � ��'���� �¡ �(�� ��� ����'����� �(� ��� ��� '�� � � (��$��$ ������ � (�'(
� ���� �(� �������(� ���(�� ¡��� � ¾�� � ��(� ���� ��� �� � ���� $��'������� �¡ ��'( '������  � (��� �(� ���� ������
� ������� ����$ �� � �(� ����������� �(�� �  ������� �� �� � �� �� ����� ³

∈ {0, 1}
µ  � (�� '����$����� �(� ��� �¡ ��� §�¨

'������������ ����$� �(�� �� �� '������ � Á� �(�� '��� �(� ��� �� � ��� �� � �(� ����������� $����������� �¡ �(�� �����������
$�����������  � (�� ��� '(����� � '������ ���$�� ��� ¨(�� �� � ��� '��� ����� � �������(� �'���� ��� �(��� �� �� $�¸ '����
�¡ ����'���� �� $� ������� �(�� �·������� � ¾�� '���$ ���� �(��� �¡ ��������#��� ¡���(�� �(� � ������� ³�� �����������
$������������ �¡ ����������� $������������ �¡ ����������� $������������µ  �¡ ��� � ������� � (� � � ����'���� �¡ '�������
� ��(�� ��(�� '������� ³�(�� �� ���� � �� (����� ¡�� ������'� �� ���� ������� ©ª«®µ  ��� �(� '��� �� ���� � �¡ '�� �����
������'�� ��'������ �� �� ���� ��� �� � ��(� ��'�� � ���(�� ��� � �

¢� (� � ��������$ (��� � $��'������� �¡ � ��� �������(� �' �������� �� (��$�� �(� §�¨ ������� � ¨(�� �� � ���(��
������� �������� � (�'( '�� ���� � � ������$ �� ����'����  �� ��� ����������$ §����¡�'���� � ������ � ©°  £¯® � �� �(� � �� ���
�(� ������'( ��  ��� (�������'  ���(���( �� �� ����$ �� � ���(�� $������$ '(���'����#����� �¡ �(� �(��� ����'���� �¡
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